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摘要：由于正投影法的逻辑性不够严密，使得空间想象力的形成依赖于经验。从数学方法具有普

适性的视角引出逻辑思维在形成空间想象力中的优点和不足。阐述几何拉伸和压缩原理，应用两

几何形体求交集的方法实现逻辑严密的空间想象。通过交集运算设计三维模型，验证所述原理、方
法的正确性，并以视图与三维造型的联系来说明形成空间想象的具体途径。研究结果表明，正投影

与三维造型融合是更为合理的物体表达方法。
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１　正投影法普适性问题的提出

正投影法是投射线与投影面相垂直的平行投影

法，所得的投影即为正投影［１－２］。显然，正投影法涉

及到几何元素与其投影之间的对应关系。一般而

言，点、线、平面、平面立体等几何元素与其正投影之

间存在唯一的一一对应关系，而光滑曲面却不存在

此对应关系，这是因为光滑曲面上并无可视、可触的

轮廓线。曲面在某一点的切平面如图１所示。对曲

面投影轮廓分析如下：过曲面∑上一点Ｐ可以在曲

面上任意作两条不同的曲线Ｃ１、Ｃ２，再过Ｐ点分别

作Ｃ１、Ｃ２ 的两条切线Ｔ１、Ｔ２，该相交两切线构成了

一个平面π，π面是曲面在Ｐ点的切平面。可以证明

曲面上过Ｐ点的所有曲线的切线都属于π平面。光
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图１　曲面在某一点的切平面

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｔａｎｇｅｎｔ　ｐｌａｎｅ　ｏｆ　ａ　ｃｕｒｖｅｄ　ｓｕｒｆａｃｅ　ａｔ　ａ　ｐｏｉｎｔ

滑曲面上每个点都有一个切平面，切平面平行投射

方向的点的轨迹就是曲面按此方向的投影轮廓线。
轮廓线与投射方向有关，其表达的是某方向下的投

影范围［３］。由同一个正投影法得到的投影有的有唯

一对应被表达的几何元素，有的却因投射方向变化

而变化，缺乏逻辑上的严密性和方法上的普适性。而
在数学上则可借助微分几何包络理论来获得唯一的

曲面投影轮廓。
以轴线为铅垂线，底圆半径为Ｒ、高为ｈ、半圆锥

角为α的圆锥面为例来说明包络原理。将圆锥面看

作一变半径球面沿轴线移动所形成的球面族的包

络。圆锥面的投影如图２所示。

图２　圆锥面的投影

Ｆｉｇ．２　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｏｎｉｃａｌ　ｓｕｒｆａｃｅ

根据图２所建的坐标系，设球面的正面投影圆

方程为

Ｆ（ｘ，ｙ，ｖ）＝ｘ２＋（ｚ－ｖ）２－（ｈ－ｖ）２　ｓｉｎ２α＝０
（１）

对式（１）求偏导数，得

Ｆ
ｖ ＝－２

（ｚ－ｖ）＋２（ｈ－ｖ）ｓｉｎ２α＝０ （２）

由此得： （ｚ－ｖ）＝（ｈ－ｖ）ｓｉｎ２α （３）

将式（３）代入式（１）得

ｘ＝±（ｈ－ｖ）ｓｉｎαｃｏｓα （４）

再由式（３）得： ｖ＝ｚ－ｈｓｉｎ
２α

ｃｏｓ２α
（５）

将式（５）代入式（４）可得：

ｘ＝±（ｈ－ｚ－ｈｓｉｎ
２α

ｃｏｓ２α
）ｓｉｎαｃｏｓα （６）

式（６）包含了两条直线方程，该两直线共圆锥的

顶点，当ｘ＝±Ｒ时，ｚ＝０；当ｘ＝０时，ｚ＝ｈ，说
明圆锥的Ｖ面投影轮廓线是一左一右两条过锥顶

的直线，底部直线是圆锥底圆的正面投影。底圆方

程为

ｘ２＋ｙ２＝Ｒ２ （７）

显然，用数学方法可以确定曲面的投影轮廓，逻
辑是严密的，方法也具有普适性［４］。但其既不直观

也不方便，为此提出用几何拉伸与压缩的方法来确

定物体的投影范围。

２　几何拉伸与压缩

几何压缩是一系列相互平行的平面截切物体，
各断面图形向某一投影面投射的集合。

几何拉伸是一系列相互平行的平面截切物体，
各断面图形的集合。
２．１　简单平面立体

根据几何拉伸定义，沿弯板三视图（见图３（ａ））
各表面的法向拉伸都可获得其原型，如图３（ｂ）～
（ｄ）所示。而根据几何压缩定义，则可得到弯板的三

视图（见图３（ｅ））

（ａ）弯板视图

５６６
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（ｂ）沿Ｖ面法向拉伸
　

（ｃ）沿Ｈ面法向拉伸

（ｄ）沿Ｗ面法向拉伸
　

（ｅ）弯板压缩

图３　弯板的视图与拉伸

Ｆｉｇ．３　Ｖｉｅｗｓ　ａｎｄ　ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ　ｏｆ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｂｏａｒｄ

２．２　简单曲面立体

以轴为铅垂线的圆锥为例，集合一系列直径变化

的水平截圆获得圆锥，反方向将各水平圆向Ｈ面投

射得到圆锥水平投影，如图４（ａ）所示。同理，Ｖ面投

影可以看作是将各截断面向Ｖ面投射的集合。此时

各位置的截面图形是一系列大小不同的双曲线，相当

于地形面表示法中的“等高线”，如图４（ｂ）所示［５－６］。

（ａ）沿轴向拉伸 （ｂ）沿Ｖ面法向拉伸

图４　拉伸形成圆锥面

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ　ｔｏ　ｆｏｒｍ　ａ　ｃｏｎｉｃａｌ　ｓｕｒｆａｃｅ

３　拉伸形体的交集运算

几何拉伸由各截面的图形及其位置确定，从图

３（ａ）可知，将主视图拉伸宽度尺寸１２０ｍｍ，将俯视

图分别拉伸两个高度尺寸７０和１００ｍｍ，或将左视

图分别拉伸两个长度尺寸７０和１００ｍｍ，两者都可

以得到弯板。由此可见弯板是某两个形体的交集，
这是因为交集中包含了弯板的三维尺度。图５（ａ）

所示为一物体的主、俯视图。根据交集运算原理，该
物体形成步骤如下：（１）将主、俯视图处理成框图

Ｖ０、Ｈ０，如图５（ｂ）所示；（２）拉伸图框Ｖ０，拉伸距离

为俯视图的总宽，如图５（ｃ）所示，拉伸图框Ｈ０，拉伸

距离为主、视图的总高，如图５（ｄ）所示；（３）求出两

个拉伸形体的交集，即得三维模型，如图５（ｅ）所示。
此过程说明图５（ｂ）已经满足造型所需的信息，分析

如下：按看不见的部分用虚线表达的规定，主视图中

的虚线ａ′是左端凹槽侧平面的投影，需要画出。但

在拉伸主视图时虚线ａ′其实是重复信息，因为俯视

图中线条ａ也表达此侧平面的位置，所以虚线ａ′可

以删除。按视图完整性要求，在俯视图中也需要画出

表达模型中部凹槽左、右两个侧平面位置的线条ｂ、
ｃ。但主视图中的线条ｂ′、ｃ′也表达这两个位置，在拉

伸俯视图时线条ｂ、ｃ是重复信息，去掉重复信息将

俯视图变成框图，也不影响拉伸结果。

（ａ）物体主、俯视图
　　

（ｂ）框图处理

（ｃ）拉伸Ｖ０
　　

（ｄ）拉伸Ｈ０

（ｅ）两个拉伸形体的交集

图５　交集运算图例

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎ　ｌｅｇｅｎｄ

６６６
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４　视图与三维造型的联系

平面立体的形成与其投影的关系如图６所示。
根据几何拉伸、压缩的定义，在二投影面体系中，将

图６（ａ）中的主、左视图处理成框图，如图６（ｂ）所示，
分别 对 其 进 行 拉 伸。其 中，主 视 图 拉 伸 距 离 为

１２０ｍｍ，左视图外轮廓拉伸距离为１４０ｍｍ，得形体

１和形体２，如图６（ｃ）所示。由于左视图是物体向

Ｗ投影面投射后随投影面一起旋转９０°后达到与Ｖ
投影面共面后的图形，因此将形体２逆旋转９０°，如
图６（ｄ）所示，并平移该形体与形体１重叠，如图６
（ｅ）所示，再求交集形成图６（ｆ）所示的三维形体，也
就是图６（ａ）中主、左视图所表达的物体。

（ａ）物体的主、左视图

（ｂ）两视图的外轮廓

（ｃ）拉伸主视图与左视图外轮廓

（ｄ）旋转拉伸形体２

（ｅ）平移拉伸形体２与拉伸形体１完整重叠

（ｆ）拉伸形体１、２求交运算

图６　平面立体的形成与其投影的关系

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐｌａｎａｒ　ｓｔｅｒｅｏ
ａｎｄ　ｉｔｓ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

一般而言，平面立体的两个视图包含了其三维

尺度，所以主视图按左视图的宽度拉伸，而左视图按

主视图的长度拉伸，两个拉伸形体的公共部分包含

了物体的三维尺度，从而确定了物体的形状。这一

原理也适合于曲面立体。一曲面立体的主、左视图

如图７所示。按上述原理将主视图拉伸左视图的宽

度，将左视图处理成框图再拉伸主视图的长度（见图

８（ａ）），将形体２旋转９０°（见图８（ｂ）），平移旋转后

的形体２与形体１重叠（见图８（ｃ）），形体１、２的交

集运算形成的结果即为由物体主、左视图重建的模

　　　

图７　曲面立体的主、左视图

Ｆｉｇ．７　Ｆｒｏｎｔ　ａｎｄ　ｌｅｆｔ　ｖｉｅｗｓ　ｏｆ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｃｕｂｉｃ

（ａ）拉伸主视图与左视图外轮廓 （ｂ）旋转拉伸形体２

７６６
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（ｃ）平移拉伸形体２与拉

伸形体１完整重叠

　　　
（ｄ）拉伸形体１、２

求交运算

图８　曲面立体的形成与其投影的关系

Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ－
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｓｕｒｆａｃｅ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

型（见图８（ｄ））。同理，如果利用主、俯视图重建物

体，则需将拉伸俯视图形成的简单形体绕ｘ轴旋转

９０°后再作平移、重叠、求交集处理，如图９所示［７］。

（ａ）主、俯视图
　

（ ｂ）主、俯视图轮廓

（ｃ）拉伸视图
　

（ｄ）旋转俯视图拉伸的圆筒

（ｅ）平移重叠
　

（ｆ）求交运算

（ｇ）渲染效果

图９　主、俯视图构造形体的过程

Ｆｉｇ．９　Ｐｒｏｃｅｓｓ　ｏｆ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ　ａ　ｆｏｒｍ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｆｒｏｎｔ　ａｎｄ　ｔｏｐ
ｖｉｅｗｓ

由正投影法可知，三视图中每个视图反映物体

的二维尺度，三个视图共反映六维，其中有三维是重

复的，这些重复信息是长对正、高平齐、宽相等的依

据，在画三视图时都是必需的。但从应用几何拉伸

与交集运算建立这个三维物体的模型角度来看，这

些重复信息就是多余的，应予删除。例如：一切割式

组合体由三视图构造形体（见图１０）时，对于图１０
（ａ）所示的组合体视图，只需要图１０（ｂ）所示的信息

就可以确定其外观形状。造型步骤如下：
（１）将三视图处理成框图如图１０（ｂ）所示，使

其符合拉伸条件。框图的转化依据以主视图为例加

以说明，主视图中图线ａ′、ｂ′都是水平面的正面投

影，删除ａ′、ｂ′后两个水平面的上、下位置仍可由左

视图上的图线ａ″、ｂ″表示。虚线ｃ′是侧平面的正面

投影，ｃ′被删除后这个侧平面的位置可在俯视图中

找到，即ｃ也同样表示其左右位置，说明主视图转化

成框图后，并不缺少拉伸所需的信息。对其余两个视

图的框图转化也可作相同分析，在此不再赘述。由此

得出规律：当框图内图线所示的信息可在其他视图

上得到时，该图线可删除，不影响拉伸结果，否则要

作预处理。
（２）拉伸各图框得到３个简单形体，如图１０（ｃ）

所示。
（３）平移３个简单形体使它们完全重叠，如图

１０（ｄ）所示。

（ａ）组合体视图

８６６
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（ｂ）视图图框化

（ｃ）拉伸各图框得简单形体

（ｄ）平移重叠简单形体
　

（ｅ）求各简单形体的交集

图１０　由三视图构造形体的过程

Ｆｉｇ．１０　Ｐｒｏｃｅｓｓ　ｏｆ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ　ａ　ｆｏｒｍ　ｆｒｏｍ　ｔｈｒｅｅ　ｖｉｅｗｓ

（４）对重叠后的３个简单形体求交集获得图１０
（ａ）所表达的组合体，如图１０（ｅ）所示。对图１１（ａ）
所表达的叠加式组合体，可先做预处理，即将其分解

成几个简单形体的视图，再按上述规律分别造型，如
图１１（ｂ）所示，最后组合成组合体，如图１１（ｃ）所示。
具体步骤分析从略。

５　结　语

正投影法是从自然投影现象抽象出来的，其直

观性好，容易理解，但先天不足是一个正投影不能确

定原型。为了得到具有可复原型的正投影图，至少

　　　

（ａ）组合体视图图

（ｂ）组合体分解
　　　

（ｃ）组合

图１１　组合图形体分析

Ｆｉｇ．１１　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｆｏｒ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｓｏｌｉｄ

必须有两个互相关联的正投影。但如果由互相关联

的正投影想象原型时不对必要信息和重复信息进行

判别，而是仅凭经验想象物体，所谓的空间想象容易

变成“空想”，也形不成“想象力”。本文提出的几何

拉伸和压缩是图形移动的集合，形象直观具有可视

性。提出的交集运算使空间想象不再是经验性的，
因为交集运算属于布尔运算的一种，布尔运算的过

程就是构造每个面拓扑信息和几何信息，再由此决

定哪些面构成新物体，其逻辑十分严密。因此，建立

在逻辑思维基础上的形象思维才是空间想象力的基

础，正投影法应该融入几何拉伸与压缩及交集运算，
并与三维造型相结合，使其具有普适性和确定原型

的可操作性。
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住空间缩小与居住质量要求提高之间的矛盾。在此

背景下，本文研究分析模块化家具设计的影响因素，
针对城市新移民的家居环境问题，结合设计实践，验
证模块化家具对提升城市新移民家居环境的有效性

和可行性。下一步，本研究将致力于进一步科学优

化模块化家具系统，实现模块化理念在家具设计领

域的创新和应用，并为其他设计领域先进作业模式

的研究提供借鉴。
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