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带源项的吸引－排斥趋化模型解的有界性
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摘要：研究了以老年痴呆症疾病中小神经胶质细胞集聚现象为背景的一个趋化性吸引－排斥数学模
型。对初始数据作合适的正则性假设，利用先验估计技巧和延拓准则，当Ｌｏｇｉｓｔｉｃ阻尼充分强时，

证明了带源项的吸引－排斥趋化模型的黎曼初边值问题存在有界的整体古典解。
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　　趋化性是由化学信号的浓度梯度引起的细胞偏
向运动。趋化吸引是指细胞朝化学信号浓度增大的
地方迁移，而趋化排斥是指细胞朝远离化学信号浓
度增大的地方运动。著名的趋化数学模型是由

Ｋｅｌｌｅｒ和Ｓｅｇｅｌ在２０世纪７０年代提出的 ＫＳ模
型［１］，本文在ＫＳ模型的基础上，研究了文献［２］提
出的描述老年痴呆症疾病中小神经胶质细胞集聚现

象，以及文献［３］中给出的有关趋化过程中的群体效
应的吸引－排斥趋化模型。从数学的角度来说，经典
的ＫＳ模型和群体效应吸引－排斥趋化模型存在的一
个本质区别，即前者可以找到有用的Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛
函，而后者一般不存在这样的泛函。

因此，本文考虑带有Ｌｏｇｉｓｔｉｃ源的吸引－排斥趋
化模型，如式（１）所示。

　　　　　　　　

ｕｔ＝Δｕ－χ

Δ

·（ｕ

Δ

ｖ）＋ζ

Δ

·（ｕ

Δ

ｗ）＋ｆ（ｕ） ｘ∈Ω，ｔ＞０
ｖｔ＝Δｖ－α１ｖ＋β１ｕ　 ｘ∈Ω，ｔ＞０
ｗｔ＝Δｗ－α２ｖ＋β２ｕ　 ｘ∈Ω，ｔ＞０

υｕ＝υｖ＝υｗ ＝０ ｘ∈Ω，ｔ＞０
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｖ（ｘ，０）＝ｖ０（ｘ），ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ） ｘ∈Ω　　　　　　　　　（１

烅
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式中：ΩＲｎ（ｎ≥１）是一个光滑有界凸区域；ν表
示边界Ω的外法向量的导数；χ，ζ，α１，α２，β１和β２
均为给定的正参数；ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ）表示细胞的密度；ｖ
＝ｖ（ｘ，ｔ）表示吸引信号的浓度；ｗ＝ｗ（ｘ，ｔ）表示
排斥信号的浓度。ｆ满足Ｌｏｇｉｓｔｉｃ条件，即

ｆ（ｓ）≤ａｓ－ｂｓ２，ｓ≥０ （２）

式中：ａ≥０，ｂ＞０。
模型（１）中第一个方程描述细胞密度随时间的

变化情况，等式右边第一项表示细胞的随机扩散，第
二项表示细胞向化学信号浓度增加的方向移动，第
三项则表示细胞向远离化学信号浓度增大的地方迁

移，最后一项表明细胞的出生和死亡满足Ｌｏｇｉｓｔｉｃ
定律。模型（１）中第二个和第三个方程表明趋化吸
引和趋化排斥的化学物质均有细胞自身分泌，并随
时间经历扩散和衰减。模型（１）中，假设ｕ，ｖ，ｗ满
足零流边界条件，即假设在边界处细胞和两种化学
物质的净流量为零。

本文假设模型（１）初始值ｕ０，ｖ０，ｗ０ 满足：

０≤ｕ０ ∈Ｃ０（Ω）

０≤ｖ０ ∈Ｗ１，ｋ（Ω），对某个ｋ＞ｎ

０≤ｗ０ ∈Ｗ１，ｋ（Ω），对某个ｋ＞ｎ

（３）

　　在一些研究ＫＳ数学模型的报道［４－５］中，发现趋
化吸引和排斥现象同时存在，从而产生了有趣的生
物斑图［６］。而文献［７］中带Ｌｏｇｉｓｔｉｃ源的吸引－排斥
趋化模型表明：当空间维数ｎ≤２时，它存在唯一的
整体古典解。因此本文的目标是：当ｎ≥３时，证明模
型（１）的整体古典解的存在性及有界性。更精确地
说，本文获得如下主要结果。

定理１　假设ΩＲｎ（ｎ≥１）是一个光滑有界
凸区域，并设ｆ满足式（２），则对任意的ｕ０，ｖ０，ｗ０
满足式（３），存在ｂ０ ＞０，使得当ｂ＞ｂ０ 时，模型（１）
存在唯一的非负古典解（ｕ，ｖ，ｗ），且ｕ，ｖ，ｗ 在

Ω×（０，∞）上一致有界。
本文先建立古典解的局部存在性并推导基本的

先验估计，接下来再进一步推导解的更高正则性估
计，完成定理１的证明。

１　局部存在性及基本估计

模型（１）的局部古典解的存在性建立在标准的
不动点方法上［８］，这里省去其详细的证明过程。

引理１　假设ΩＲｎ（ｎ≥１）是一个光滑有界
的区域，并设ｆ满足式（２），且ｕ０，ｖ０，ｗ０ 满足式
（３），则存在Ｔｍａｘ∈（０，∞］和唯一的非负函数组（ｕ，

ｖ，ｗ），且满足

ｕ∈Ｃ０（Ω×［０，Ｔｍａｘ））∩Ｃ２，１（Ω×（０，Ｔｍａｘ））

ｖ∈Ｃ０（Ω×［０，Ｔｍａｘ））∩Ｃ２，１（Ω×（０，Ｔｍａｘ））∩Ｌ∞
ｌｏｃ（［０，Ｔｍａｘ），ｗ１，ｋ（Ω））

ｗ∈Ｃ０（Ω×［０，Ｔｍａｘ））∩Ｃ２，１（Ω×（０，Ｔｍａｘ））∩Ｌ∞
ｌｏｃ（［０，Ｔｍａｘ），ｗ１，ｋ（Ω））

使得 （ｕ，ｖ，ｗ）是模型（１）在Ω×（０，Ｔｍａｘ）上的古
典解。进一步，则有

Ｔｍａｘ＝ ∞ 或ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

（‖ｕ（·，ｔ）‖Ｌ∞（Ω）＋

‖ｖ（·，ｔ）‖Ｗ１
，ｋ（Ω）＋‖ｗ（·，ｔ）‖Ｗ１

，ｋ）＝ ∞

接下来，进行基本的先验估计推导，这些估计将
在后面推导ｕ，

Δ

ｖ及

Δ

ｗ 的更高正则性先验估计时
用到（引理１０的证明）。

引理２　假设ｆ满足式（２），则存在常数Ａ＞０，
使模型（１）的解（ｕ，ｖ，ｗ）满足

∫Ω
ｕ（·，ｔ）≤Ａ，∫Ω

｜

Δ

ｖ（·，ｔ）｜２ ≤Ａ

∫Ω
｜

Δ

ｗ（·，ｔ）｜２ ≤Ａ　ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４）

证明：根据模型（１）中第一个方程，并利用分部
积分可得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕ＝∫Ω

ｆ（ｕ）≤ａ∫Ω
ｕ－ｂ∫Ω

ｕ２ （５）

在式（５）两边同时加上∫Ω
ｕ，并利用

（ａ＋１）∫Ω
ｕ≤ ｂ２∫Ω

ｕ２＋
（ａ＋１）２
２ｂ

·｜Ω｜，得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕ＋∫Ω

ｕ≤－ｂ２∫Ω
ｕ２＋

（ａ＋１）２
２ｂ

·｜Ω｜ （６）

模型（１）中第二个方程两边同时乘以－Δｖ，并
借助分部积分和Ｙｏｕｎｇ不等式得

１
２
ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２＋∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２＋α１∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ ＝

－β∫Ω
ｕΔｖ≤ １２∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２＋β
２
１

２∫Ω
ｕ２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）

从而有

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２＋∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２＋２α１∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ ≤

０４８



　第５期 戴　超，等：带源项的吸引－排斥趋化模型解的有界性

β
２
１∫Ω
ｕ２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （７）

同理有

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２＋∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２＋２α２∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ ≤

β
２
２∫Ω
ｕ２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （８）

由此推得

ｙ（ｔ）：＝ ２（β
２
１＋β

２
２）

ｂ ∫Ω
ｕ ＋∫Ω

｜

Δ

ｖ ｜２ ＋

∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）满足常微分不等式

ｙ′（ｔ）＋ｃ１ｙ（ｔ）≤ｃ２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ），
其 中，ｃ１： ＝ ｍｉｎ｛１， ２α１， ２α２｝， ｃ２： ＝
（ａ＋１）２（β

２
１＋β

２
２）｜Ω｜

ｂ２
。直接解此Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等

式得

ｙ（ｔ）≤ｍａｘ
ｃ２
ｃ１
，ｙ（０｛ ｝），ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）

结合ｙ的定义，得出式（４）。从而引理２得证。

２　高阶正则性估计

本节的目标是对充分大的ｐ ＞１建立∫Ω
ｕｐ，

∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ 及∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ 的先验估计。为此，对任意

的ｐ∈Ｎ 和 ｑ ∈ （０， …，ｐ）， 先 考 察 有 关

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ 的微分不等式。

引理３　假设ｆ满足式（２），则对于所有的ｐ∈
Ｎ和ｑ∈ ｛０，…，ｐ｝，成立

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋ｑ（ｑ－１）∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２ｖ｜２＋

（ｐ－ｑ）（ｐ－ｑ－１）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋ｑｂ２∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤

２（ｐ－ｑ）β１∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

ｖ－２ｑ（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２＋

ｑ（ｑ－１）χ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ
ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ
ｕ·

Δ
ｖ＋ｑ（ｐ－ｑ）χ∫Ω

ｕｑ｜
Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２
Δ

ｖ·
Δ

｜
Δ

ｖ｜２－

ｑ（ｑ－１）ζ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｗ－ｑ（ｐ－ｑ）ζ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｗ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２＋

ｑａ２
２ｂ∫Ω

ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （９）

证明：直接计算得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ＝ｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑｕｔ＋２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

ｖｔ＝

ｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑΔｕ－ｑχ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

·（ｕ

Δ

ｖ）＋

ｑζ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

·（ｕ

Δ

ｗ）＋ｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑｆ（ｕ）＋

２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

Δｖ－２（ｐ－ｑ）α１∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

２（ｐ－ｑ）β１∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

ｕ

：＝Ｉ１＋Ｉ２＋…＋Ｉ７ （１０）

由分部积分知

Ｉ１ ≤－ｑ（ｑ－１）∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－ｑ（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２ （１１）

Ｉ２ ≤ｑ（ｑ－１）χ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｖ＋ｑ（ｐ－ｑ）χ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２ （１２）

１４８



东华大学学报（自然科学版） 第４４卷　

且

Ｉ３ ≤－ｑ（ｑ－１）ζ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｗ－ｑ（ｐ－ｑ）ζ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｗ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２ （１３）

其中，ｔ∈（０，Ｔｍａｘ）。接下来用Ｙｏｕｎｇ不等式处理Ｉ４
得

Ｉ４ ≤ｑａ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－ｑｂ∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤

　ｑａ
２

２ｂ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－ｑｂ２∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

（１４）

现在估计Ｉ５，根据恒等式

Δ

ｖ·

Δ

Δｖ＝１２Δ｜

Δ

ｖ｜２－

｜Ｄ２ｖ｜２和分部积分得

Ｉ５ ＝ （ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２Δ｜

Δ

ｖ｜２－２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２ｖ｜２ ＝

　－ｑ（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２－

　（ｐ－ｑ）（ｐ－ｑ－１）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋

　（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜

Δ

ｖ｜２

υ －２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２ｖ｜２ （１５）

　　由Ω的凸性及在Ω上ｖυ＝
０，可以推出在Ω

上｜

Δ

ｖ｜２

υ ≤０［９］，从而Ｉ５≤０，根据恒等式（１０）并

结合式（１１）～（１５），很容易推出式（９），从而引理３
得证。

　　同理，也能推得有关∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ，其中ｐ∈Ｎ及

ｑ∈｛０，…，ｐ｝的微分不等式。因此得到推论４。
推论４　假设ｆ满足式（２），则对于所有的ｐ∈

Ｎ和ｑ∈ ｛０，…，ｐ｝，成立

ｄ
ｄｔ∫Ω

ｕｑ｜
Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋∫Ω
ｕｑ｜

Δ
ｗ｜２ｐ－２｛ ｝ｑ ＋ｑ（ｑ－１）∫Ω

ｕｑ－２｜
Δ

ｕ｜２｜
Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２ｖ｜２＋

（ｐ－ｑ）（ｐ－ｑ－１）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋ｑｂ２∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

ｑ（ｑ－１）∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２　ｗ｜２＋

（ｐ－ｑ）（ｐ－ｑ－１）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋ｑｂ２∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ ≤

２（ｐ－ｑ）β１∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

ｖ－２ｑ（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２＋

ｑ（ｑ－１）χ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｖ＋ｑ（ｐ－ｑ）χ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２－

ｑ（ｑ－１）ζ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｗ＋ｑａ
２

２ｂ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－

ｑ（ｐ－ｑ）ζ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｗ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２＋

２（ｐ－ｑ）β２∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

ｗ－２ｑ（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｗ｜２＋

ｑ（ｑ－１）χ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｖ＋ｑ（ｐ－ｑ）χ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

｜

Δ

ｗ｜２－

ｑ（ｑ－１）ζ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｗ＋ｑａ
２

２ｂ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－

ｑ（ｐ－ｑ）ζ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｗ·

Δ

｜

Δ

ｗ｜２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （１６）

证明：根据引理３的证明方法，类似推得

２４８
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ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋ｑ（ｑ－１）∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋２（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２　ｗ｜２＋

（ｐ－ｑ）（ｐ－ｑ－１）∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋ｑｂ２∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ ≤

２（ｐ－ｑ）β２∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

ｗ－２ｑ（ｐ－ｑ）∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｗ｜２＋

ｑ（ｑ－１）χ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｖ＋ｑ（ｐ－ｑ）χ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｖ·

Δ

｜

Δ

ｗ｜２－

ｑ（ｑ－１）ζ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ

Δ

ｕ·

Δ

ｗ－ｑ（ｐ－ｑ）ζ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ

ｗ·

Δ

｜

Δ

ｗ｜２＋

ｑａ２
２ｂ∫Ω

ｕｑ－１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （１７）

　　结合式（９），即可推出式（１６），从而推论４得证。

为了估计∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ和∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ，在式（１６）中

取ｑ＝０，并在此特殊情形下进一步优化式（１６）右端

　　

项的估计。
引理５　假设ｆ满足式（２），则对所有的ｐ∈Ｎ，

ｐ≥２，存在ｃ０＞０和Ｃ０＞０，使模型（１）的解具有下
述性质

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ＋∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２｛ ｝ｐ ＋ｃ０∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜＋ｃ０∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜≤

Ｃ０∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋Ｃ０∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （１８）

证明：式（１６）中取ｑ＝０，利用分部积分和Ｙｏｕｎｇ不等式得

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ＋２ｐ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２｜Ｄ２ｖ｜２＋ｐ（ｐ－１）∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ ≤

２ｐβ１∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２

Δ

ｕ·

Δ

ｖ＝

－２ｐ（ｐ－１）β１∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４

Δ

ｖ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２－２ｐβ１∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２Δｖ≤

ｐ（ｐ－１）
２ ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋２ｐ（ｐ－１）β
２
１∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋

２ｐ
ｎ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２｜

Δ

ｖ｜２＋ｐｎβ
２
１

２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）

再根据｜

Δ

ｖ｜２ ≤ｎ｜Ｄ２ｖ｜２ 得

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ＋ｐ
（ｐ－１）
２ ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ ≤ ２ｐ（ｐ－１）＋ｐｎ（ ）２ β２１∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ （１９）

同理

ｄ
ｄｔ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ＋ｐ
（ｐ－１）
２ ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２ ≤ ２ｐ（ｐ－１）＋ｐｎ（ ）２ β２２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ （２０）

　　定义ｃ０：＝ｐ
（ｐ－１）
２

，Ｃ０：＝ ｛（ｍａｘ　２ｐ（ｐ－１）＋

ｎｐ）２ β２１，２ｐ（ｐ－１）＋ｎｐ（ ）２ β｝２２ ，则由式（１９）和（２０）
很容易得到式（１８），从而引理５得证。

为了处理式（１８）中右端２个积分∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２及

∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２，则需要进一步研究有关∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２

和∫Ω
ｕ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２的微分不等式。为此，需要在式（１６）

中取ｑ＝１，并在此情形下，对式（１６）右端项做进一

步的估计。

引理６　若ｐ∈Ｎ，ｐ≥３且引理１的假设成立，

则存在常数Ｃ１ 使得模型（１）的解满足

３４８
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ｄ
ｄｔ∫Ω

ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋∫Ω
ｕ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－｛ ｝２ ＋ ｂ
２－Ｃ（ ）１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋ ｂ
２－Ｃ（ ）１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ ≤

∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４＋Ｃ１∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋Ｃ１∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋Ｃ１∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋

∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４＋Ｃ１∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （２１）

证明：令式（１６）中ｑ＝１得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋２（ｐ－１）∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜Ｄ２ｖ｜２＋（ｐ－１）（ｐ－２）·

∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－６｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋ｂ２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ ≤２（ｐ－１）β１∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４

Δ

ｕ·

Δ

ｖ－２（ｐ－１）∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４

Δ

ｕ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２＋（ｐ－１）χ∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４

Δ

ｖ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２－

（ｐ－１）ζ∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４

Δ

ｗ·

Δ

｜

Δ

ｖ｜２＋ａ
２

２ｂ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２

：＝Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３＋Ｉ４＋Ｉ５，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （２２）

利用Ｙｏｕｎｇ不等式估计得

Ｉ１ ≤ １２∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４＋２（ｐ－１）２β
２
１∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ （２３）

Ｉ２ ≤ １２∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４＋２（ｐ－１）２∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ （２４）

Ｉ３ ≤∫Ω
｜

Δ
ｖ｜２ｐ－４｜

Δ
｜

Δ
ｖ｜２｜２＋１４

（ｐ－１）２χ
２∫Ω
ｕ２｜

Δ
ｖ｜２ｐ－２ （２５）

Ｉ４ ≤∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋１４
（ｐ－１）２ζ

２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

ｗ｜２ （２６）

其中，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）。再次使用Ｙｏｕｎｇ不等式估计式（２６）的最后一项得

（ｐ－１）２ζ
２

４ ∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

ｗ｜２ ＝
（ｐ－１）２ζ

２

４ ∫Ω
（ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２）
ｐ－２
ｐ－１·（ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２）
１
ｐ－１ ≤

（ｐ－１）２ζ
２

４
·ｐ－２
ｐ－１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋
（ｐ－１）２ζ

２

４
· １
ｐ－１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２

综合式（２２）～（２６）推出

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋ ｂ
２－２

（ｐ－１）２β
２
１－
（ｐ－１）２χ

２

４ －
（ｐ－１）２ζ

２

４
·ｐ－２
ｐ－（ ）１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ ≤

∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４＋２（（ｐ－１）２＋１）∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋

（ｐ－１）２ζ
２

４
· １
ｐ－１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋ａ
２

２ｂ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （２７）

同理可得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋ ｂ
２－２

（ｐ－１）２β
２
２－
（ｐ－１）２χ

２

４ －
（ｐ－１）２ζ

２

４
·ｐ－２
ｐ－（ ）１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ ≤

∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４＋２（（ｐ－１）２＋１）∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋

（ｐ－１）２ζ
２

４
１
ｐ－１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋ａ
２

２ｂ∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （２８）
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令

Ｃ１：＝ｍａｘ　２（ｐ－１）２β
２
１＋
（ｐ－１）２χ

２

４ ＋
（ｐ－１）２ζ

２

４
·ｐ－２
ｐ－｛ １＋

（ｐ－１）２ζ
２

４
· １
ｐ－１

，

２（ｐ－１）２β
２
２＋
（ｐ－１）２χ

２

４ ＋
（ｐ－１）２ζ

２

４
·ｐ－２
ｐ－１＋

（ｐ－１）２ζ
２

４
· １
ｐ－１

，２（（ｐ－１）２＋１），ａ
２

２ ｝ｂ
　　结合式（２７）和（２８），即推出式（２１），从而引理６
得证。

为了处理式（２１）中的右端项，需要在式（１６）中
考察ｑ≥２的情形且要对式（１６）右端项作进一步的

处理，更精确地说，有如下引理７。

引理７　假设ｆ满足式（２），则对所有的ｐ∈Ｎ，

ｐ≥３和每个ｑ∈ ｛２，…，ｐ－１｝，存在ｃｑ ≥０和

Ｃｑ ≥０，使模型（１）的解满足

ｄ
ｄｔ∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２｛ ｝ｑ ＋ｃｑ∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

ｑｂ
２－Ｃ（ ）ｑ∫Ω

ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋ｃｑ∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋

ｑｂ
２－Ｃ（ ）ｑ∫Ω

ｕｑ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ ≤∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２＋Ｃｑ∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋

Ｃｑ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋Ｃｑ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋

∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２＋Ｃｑ∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋

Ｃｑ∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋Ｃｑ∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋Ｃｑ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （２９）

证明：利用Ｙｏｕｎｇ不等式估计式（９）左边的第一项和最后一项得

Ｉ１：＝２（ｐ－ｑ）β１∫Ω
ｕｑ｜

Δ
ｖ｜２ｐ－２ｑ－２

Δ
ｕ·

Δ
ｖ≤

１
２∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２＋２（ｐ－ｑ）２β
２
１∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ， （３０）

Ｉ７：＝ｑａ
２

２ｂ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤

ｑａ２
２ｂ
·ｑ－１
ｑ＋１∫Ω

ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋ｑａ
２

ｂ
· １
ｑ＋１∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤

ｑａ２
２ｂ
·ｑ－１
ｑ＋１∫Ω

ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋ ｑａ２
（ｑ＋１）ｂ

·ｐ－ｑ
ｐ－１∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋ ｑ（ｑ－１）ａ２
（ｑ＋１）ｂ（ｐ－１）｜Ω｜

（３１）

再一次根据Ｙｏｕｎｇ不等式得

Ｉ２ ≤ １２∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２＋２ｑ２（ｐ－ｑ）２∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ ≤

１
２∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２＋ｐ－ｑ４∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋

ｃ′∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２
（３２）

其中，常数ｃ′＞０。同理有

Ｉ３ ≤ｑ
（ｑ－１）
４ ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋ｑ（ｑ－１）χ
２∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋２ （３３）

Ｉ４ ≤ｐ－ｑ８∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋２ｑ２（ｐ－ｑ）χ
２∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋２ （３４）

Ｉ５ ≤ｑ
（ｑ－１）
４ ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋ｑ（ｑ－１）ζ
２∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ｜

Δ

ｗ｜２ （３５）

５４８
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Ｉ６ ≤ｐ－ｑ８∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋２ｑ２（ｐ－ｑ）ζ
２∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ｜

Δ

ｗ｜２ （３６）

其中，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）。进一步由Ｙｏｕｎｇ不等式得

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ｜

Δ

ｗ｜２ ≤ ｐ－ｑ
ｐ－ｑ＋１∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋２＋ １
ｐ－ｑ＋１∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋２ （３７）

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋２ ≤ １
ｑ－１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋ｑ－２ｑ－１∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ （３８）

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋２ ≤ １
ｑ－１∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋ｑ－２ｑ－１∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ （３９）

其中，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）。利用恒等式｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ ＝｜２Ｄ２ｖ·

Δ

ｖ｜２ ≤４｜Ｄ２ｖ｜２·｜

Δ

ｖ｜２ 得

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ ≤４∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２｜Ｄ２ｖ｜２ （４０）

综合式（９）和（３０）～（４０）得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ （＋ ｑｂ
２－２

（ｐ－ｑ）２β
２
１－ｑ（ｑ－２）χ

２－ｑ
（ｑ－１）ａ２
２（ｑ＋１）ｂ－

２ｑ２（ｐ－ｑ）（ｑ－２）χ
２

ｑ－１ －ｑ
（ｐ－ｑ）（ｑ－２）ζ

２

ｐ－ｑ＋１ －２ｑ
２（ｑ－２）（ｐ－ｑ）２ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１ ））∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

ｑ（ｑ－１）
２ ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２＋

ｑχ
２＋２ｑ

２（ｐ－ｑ）χ
２

ｑ－１ ＋ｑ
（ｐ－ｑ）ζ

２

ｐ－ｑ＋１ ＋
２ｑ２（ｐ－ｑ）２ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１（ ））∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋

ｃ′∫Ω
｜

Δ
ｖ｜２ｐ－４｜

Δ
｜

Δ
ｖ｜２｜２＋ ｑ（ｐ－ｑ）ａ２

（ｐ－１）（ｑ＋１）ｂ∫Ω
｜

Δ
ｖ｜２ｐ－２＋ｑ

（ｑ－１）ａ２｜Ω｜
（ｐ－１）（ｑ＋１）ｂ＋

ｑζ
２

ｐ－ｑ＋１＋
２ｑ２（ｐ－ｑ）ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１（ ））∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋

ｑ（ｑ－２）ζ
２

ｐ－ｑ＋１＋
２ｑ２（ｑ－２）（ｐ－ｑ）ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１（ ））∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）。 （４１）

同理

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋ ｑｂ
２－２

（ｐ－ｑ）２β
２
２－ｑ（ｑ－２）χ

２－ｑ
（ｑ－１）ａ２
２（ｑ＋１）（ ｂ－

２ｑ２（ｐ－ｑ）（ｑ－２）χ
２

ｑ－１ －ｑ
（ｐ－ｑ）（ｑ－２）ζ

２

ｐ－ｑ＋１ －２ｑ
２（ｑ－２）（ｐ－ｑ）２ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１ ））∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋

ｑ（ｑ－１）
２ ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ ≤∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２＋

ｑχ
２＋２ｑ

２（ｐ－ｑ）χ
２

ｑ－１ ＋ｑ
（ｐ－ｑ）ζ

２

ｐ－ｑ＋１ ＋
２ｑ２（ｐ－ｑ）２ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１（ ））∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋

ｃ′∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋ ｑ（ｐ－ｑ）ａ２
（ｐ－１）（ｑ＋１）ｂ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋ｑ
（ｑ－１）ａ２｜Ω｜
（ｐ－１）（ｑ＋１）ｂ＋

ｑζ
２

ｐ－ｑ＋１＋
２ｑ２（ｐ－ｑ）ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１（ ））∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋

ｑ（ｑ－２）ζ
２

ｐ－ｑ＋１＋
２ｑ２（ｑ－２）（ｐ－ｑ）ζ

２

（ｐ－ｑ＋１）（ｑ－１（ ））∫Ω
ｕｑ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４２）

　　因此，由式（４１）和（４２）得式（２９），从而引理７
得证。

为了建立∫Ω
ｕｐ 的先验估计，在式（１６）中取ｐ＝

ｑ得到如下的引理８。
引理８　假设ｆ满足式（２），则对所有的ｐ∈Ｎ，

ｐ≥２，存在ｃｐ 和Ｃｐ 使模型（１）的解满足

６４８
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ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｐ＋ｃｐ∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ ｐｂ
２－Ｃ（ ）ｐ ）∫Ω

ｕｐ＋１ ≤

Ｃｐ∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋Ｃｐ∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋Ｃｐ，ｔ∈（０，Ｔｍａｘ）

（４３）

证明：式（１６）中取ｐ＝ｑ得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｐ＋ｐ（ｐ－１）∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ｐｂ２∫Ω
ｕｐ＋１ ≤

ｐ（ｐ－１）χ∫Ω
ｕｐ－１

Δ

ｕ·

Δ

ｖ－ｐ（ｐ－１）ζ∫Ω
ｕｐ－１

Δ

ｕ·

Δ

ｗ＋

ｐａ２
２ｂ∫Ω

ｕｐ－１，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４４）

进一步根据Ｙｏｕｎｇ不等式得

ｐ（ｐ－１）χ∫Ω
ｕｐ－１

Δ

ｕ·

Δ

ｖ≤

ｐ（ｐ－１）
４ ∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ｐ（ｐ－１）χ
２∫Ω
ｕｐ｜

Δ

ｖ｜２≤

ｐ（ｐ－１）
４ ∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ｐχ
２（ｐ－２）∫Ω

ｕｐ＋１＋

ｐχ
２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４５）

同理

－ｐ（ｐ－１）ζ∫Ω
ｕｐ－１

Δ

ｕ·

Δ

ｗ≤

ｐ（ｐ－１）
４ ∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ｐ（ｐ－２）ζ
２∫Ω
ｕｐ＋１＋

ｐζ
２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４６）

再利用Ｙｏｕｎｇ不等式得

ｐａ２
２ｂ∫Ω

ｕｐ－１ ≤ｐａ
２

２ｂ
·ｐ－１
ｐ＋１∫Ω

ｕｐ＋１＋

ｐａ２
ｂ
· １
ｐ＋１｜Ω｜

，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４７）

综合式（４５）～（４７）得

ｄ
ｄｔ∫Ω
ｕｐ （＋ ｑｂ

２－ｐ
（ｐ－２）χ

２－ｐ（ｐ－２）ζ
２－

ｐ（ｐ－１）ａ２
２（ｐ＋１） ）ｂ∫Ω

ｕｐ＋１＋ｐ
（ｐ－１）
２ ∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２ ≤

ｐχ
２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋ｐζ
２∫Ω
ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋

ｐａ２
ｂ（ｐ＋１）｜Ω｜

，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４８）

由式（４８）很容易得出式（４３），从而引理８得证。

为了能用引理５～８所得到的估计中“左端的好
项”来控制“相应的右端的积分项”，将这些估计式进
行合适的线性组合，得到如下引理９。

引理９　假设ｐ∈Ｎ，ｐ≥３且引理１中假设成
立，则存在ｂ０ ＝ｂ０（ａ，ｂ，χ，ζ，β１，β２，ｐ，ｎ），对任
意的ｂ＞ｂ０（＞０），存在正数ｃ，Ｃ及ｄ０，…，ｄｐ，使模
型（１）的解满足

ｄ
ｄ｛ｔ ∑

ｐ

ｑ＝０
ｄｑ·∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋∑
ｐ

ｑ＝０
ｄｑ·∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ ｝ｑ ＋ｃ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋

ｃ∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋ｃ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２ ≤

Ｃ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋Ｃ∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋Ｃ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （４９）

　　证明：取ｃ０，…，ｃｐ 和Ｃ０，…，Ｃｐ 是引理５～８
中给出的常数，同时取Ｍ １，使得

Ｍｃｑ ＞２，ｑ∈ ２，…，｛ ｝ｐ （５０）

进一步，选取０＜ε１满足

∑
ｐ－１

ｑ＝１
εＭｑＣｑ ＜

ｃ０
２

（５１）

且

∑
ｐ

ｑ＝２
εＭｑＣｑ ＜１ （５２）

固定ｂ０ ＞０，并使其充分大，满足

εＭ ｂ０
２－Ｃ（ ）１ ＞Ｃ０＋１ （５３）

ｑｂ０
２ ＞Ｃｑ，ｑ∈ （２，…，ｐ） （５４）

定义

ｄ０：＝１，ｄｑ：＝εＭｑ，ｑ∈ （１，…，ｐ） （５５）

根据引理５～８，在式（４９）左边的求和项中，分
别取ｑ＝０，ｑ＝１，ｑ＝｛２，…，ｐ－１｝及ｑ＝ｐ，并
经过重新排序得

７４８
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Ｂ：＝ ｄｄｔ ∑
ｐ

ｑ＝０
ｄｑ·∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋∑
ｐ

ｑ＝０
ｄｑ·∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２｛ ｝ｑ ≤
－ ｃ０－ｄ１Ｃ１－∑

ｐ＝１

ｑ＝２
ｄｑＣ｛ ｝ｑ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２－

　 ｄ１ ｂ２－Ｃ（ ）１ －Ｃ０－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ－ｄｐＣ｛ ｝ｐ∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋

　ｄ１∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

　∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２－ｄｐｃｐ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２－

　 ∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ ｑ

ｂ
２－Ｃ（ ）ｐ ＋ｄｐ ｐｂ２－Ｃ（ ）｛ ｝ｐ∫Ω

ｕｐ＋１｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

　 ｄ１Ｃ１＋∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣ｛ ｝ｑ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ＋ｄｐＣｐ－

　 ｃ０－ｄ１Ｃ１－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣ｛ ｝ｑ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２－

　 ｄ１ ｂ２－Ｃ（ ）１ －Ｃ０－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ－ｄｐＣ｛ ｝ｐ∫Ω

ｕ２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋

　ｄ１∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋

　∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２－ｄｐｃｐ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２－

　 ∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ ｑ

ｂ
２－Ｃ（ ）ｐ ＋ｄｐ ｑｂ２－Ｃ（ ）｛ ｝ｐ∫Ω

ｕｐ＋１｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋

　 ｄ１Ｃ１＋∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣ｛ ｝ｑ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２＋∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ＋ｄｐＣｐ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （５６）

联合式（５１）～（５５）得

－ ｃ０－ｄ１Ｃ１－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣ｛ ｝ｑ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ ≤－
ｃ０
２∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２ （５７）

再由式（５２）和（５３）得

－ ｄ１ ｂ２－Ｃ（ ）１ －Ｃ０－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ－ｄｐＣ｛ ｝ｐ ≤０ （５８）

进一步，根据式（５４）及假设ｂ＞ｂ０ 得

∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ ｑ

ｂ
２－Ｃ（ ）ｑ ＋ｄｐ ｐｂ２－Ｃ（ ）ｐ ＞０ （５９）

由于ｄｑｃｑ－ｄｑ－１ ＝εＭｑ－１（Ｍｃｑ－１）＞εＭｑ－１ ＞εＭ，ｑ∈ （２，…，ｐ）且式（５０）中Ｍ ＞１，故有

ｄ１∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋

∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ－２－ｄｐｃｐ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２ ＝

－∑
ｐ

ｑ＝２

（ｄｑｃｑ－ｄｑ－１）∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤

８４８
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－εＭ∑
ｐ

ｑ＝２∫Ω
ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ ≤－εＭ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２ （６０）

类似推得

－ ｃ０－ｄ１Ｃ１－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣ｛ ｝ｑ∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２ ≤－
ｃ０
２∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２ （６１）

和

ｄ１∫Ω
｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４－∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑＣｑ∫Ω

ｕｑ－２｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ＋

∑
ｐ－１

ｑ＝２
ｄｑ∫Ω
ｕｑ－１｜

Δ

ｕ｜２｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ－２－ｄｐｃｐ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２ ≤－εＭ∫Ω
ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２ （６２）

　　取ｃ：＝ｍｉｎｃ０２
，２ε｛ ｝Ｍ ，Ｃ：＝２∑

ｐ

ｑ＝１
ｄｑＣｑ，结合式

（５６）～（６２）便得式（４９），从而引理９得证。

从引 理 ９ 中 的 式 （４９），可 以 建 立∫Ω
ｕｐ，

∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ 及∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ 的先验估计。

引理１０　假设ｐ∈Ｎ，ｐ≥３且引理９中的假设
成立，则存在Ｌ＞０，满足

∫Ω
ｕｐ ≤Ｌ，∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ ≤Ｌ，∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ ≤Ｌ，

ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ） （６３）

证明：对每个ｑ∈｛１，…，ｐ－１｝，利用Ｙｏｕｎｇ
不等式得

　　

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ≤Ｌ１∫Ω
ｕｐ＋∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２（ ）ｐ （６４）

∫Ω
ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ ≤Ｌ１∫Ω
ｕｐ＋∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２（ ）ｐ
（６５）

Ｌ１ 不 依 赖 ｑ 和ｔ，由 庞 加 莱 等 式∫Ω
ｚ２ ≤

Ｌｐ∫Ω
｜

Δ

ｚ｜２＋∫Ω
｜ｚ｜

２（ ）ｐ｛ ｝
ｐ
，ｚ∈Ｗ１，２，Ｌｐ ＞

０。并结合引理２，分别取ｚ：＝ｕ
ｐ
２，ｚ：＝｜

Δ

ｖ｜ｐ 和

ｚ：＝｜

Δ

ｗ｜ｐ 得

∫Ω
ｕｐ ≤Ｌｐ∫Ω

｜
Δ

ｕ
ｐ
２｜２＋∫Ω

｜ｕ（ ）｜｛ ｝
ｐ

≤

　ｐ
２　Ｌｐ
４∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ＡｐＬｐ （６６）

∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ ≤Ｌｐ∫Ω
｜

Δ

（｜

Δ

ｖ｜２）
ｐ
２｜２＋∫Ω

｜

Δ

ｖ｜（ ）２｛ ｝
ｐ

≤

ｐ２　Ｌｐ
４∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋ＡｐＬｐ （６７）

同理

∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ ≤ｐ
２　Ｌｐ
４∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋ＡｐＬｐ （６８）

其中，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）。综合式（６４）～（６８）得

ｙ（ｔ）：＝∑
ｐ

ｑ＝０
ｂｑ·∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２ｑ＋∑
ｐ

ｑ＝０
ｂｑ·∫Ω

ｕｑ｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ｑ ≤

Ｌ２∫Ω
ｕｐ＋∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２（ ）ｐ ＋Ｌ２∫Ω
ｕｐ＋∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２（ ）ｐ ≤
ｐ２　Ｌ２Ｌｐ
２∫Ω

ｕｐ－２｜

Δ

ｕ｜２＋ｐ
２　Ｌ２Ｌｐ
４∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋

ｐ２　Ｌ２Ｌｐ
４∫Ω

｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋４ＡｐＬ２Ｌｐ （６９）

其中，Ｌ２ ＞０和Ｌｐ ＞０。进一步，利用Ｙｏｕｎｇ不等式得

Ｃ∫Ω
｜

Δ

ｖ｜２ｐ－２＋Ｃ∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－２ ≤ ２ｃ
ｐ２　Ｌｐ∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ＋∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２（ ）ｐ ＋Ｌ３ ≤

９４８
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ｃ
２∫Ω

｜

Δ

ｖ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｖ｜２｜２＋ｃ２∫Ω
｜

Δ

ｗ｜２ｐ－４｜

Δ

｜

Δ

ｗ｜２｜２＋４ｃＡ
ｐ

ｐ２
＋Ｌ３， （７０）

在式（４９）的两边同时加上 ２Ｃ
ｐ２　Ｌ２Ｌｐ

ｙ（ｔ），并结合式（６９）和（７０）得

ｙ′（ｔ）＋ ２Ｃ
ｐ２　Ｌ２Ｌｐ

ｙ（ｔ）≤１２ｃＡ
ｐ

ｐ２
＋Ｌ３＋Ｃ， ２Ｃ

ｐ２　Ｌ２Ｌｐ
ｙ（ｔ）＞０

据此便得到式（６３），从而引理１０得证。

３　主要结果的证明

利用引理１０中得到的高阶正则性先验估计，现
在可完成定理１的证明。

定理１的证明：根据引理１０及标准的 Ｍｏｓｅｒ迭
代可以得到：存在常数Ｃ＞０，满足

‖ｕ（·，ｔ）‖Ｌ∞（Ω）≤Ｃ，ｔ∈ （０，Ｔｍａｘ）。

据此并结合引理１０，由引理１得到 Ｔｍａｘ ＝
＋∞，从而模型（１）的整体古典解存在有界性，即定
理１证毕。
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